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1 Kort om Maxima

Begreppet CAS (computer algebra system) eller pa svenska datoralgebrasystem, har
funnits relativt lange. Pa svenska och utléndska universitet har program som Maple,
Mathematica och Matlab dominerat. I svenska gymnasieskolor har Derive och sym-
bolhanterande minirdknare varit vanligare. Maxima &r ett datoralgebrasystem som
ursprungligen ar utvecklat vid MIT i USA. Maxima finns fér bade Windows, Mac
och Linux och distribueras under GNU Public License, vilket innebér att program-
met far anvindas fritt av larare och studenter. Féljande introduktion behandlar en
version av Maxima med ett forenklat grénssnitt som anpassats till framst gymnasie-
skolans kurser. Detta granssnitt har utvecklats av den norske matematikern Bjgrn
Ove Thue och Oversatts till svenska av forfattarna till denna text. For att ladda
ner denna version av Maxima gar man in pa www.moglestu.vgs.no/maxima/. Dar
kan man ocksa finna denna text. Den amerikanska standardversionen av Maxima
finns pa http://maxima.sourceforge.net/. Fér en omfattande dokumentation
av denna version hénvisar vi till Per Jonsson, Matematik med datoralgebrasystem,
Studentlitteratur 2008.

2 Maximas arbetsfonster

Maxima startas genom att dubbelklicka pa ikonen med texten wxMaxima. Vid
starten kommer ett fonster, vilket &r illustrerat i figur 1, att 6ppnas. Fonstret &r
Maximas arbetsfénster och har flera olika funktioner.

Menyrad
@ wxMaxima 0.7.4 [ inte sparat® ] - |EI|1|
Arkiv Redigera Ekvationer Algebra Infinitesimalkalkyl Sannclikhet Grafer Hilp
Maxima 5.14.0 http://maxima.sourceforge.net =
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Tidigare inmatningar och svar  Inmatningsrad Funktionsknappar

Figur 1: Mazimas arbetsfonster. Kommandon ges pd inmatningsraden. Kommandon
kan dven ges genom att anvinda funktionsknapparna eller rullgardinsmenyerna.

Kommando skrivs pa inmatningsraden och utfors nir "Return”™tangenten («) trycks
ned. I det foljande kommer vi inte att skriva ut returnkommandot eftersom detta
ger svarlast text. Kommando kan ocksa ges genom att anvanda funktionsknapparna
eller genom att ga in i rullgardinsmenyerna och vélja lampligt kommando.



3 Rakning med tal

Maxima har fem aritmetiska operatorer.

potens (upphdjt till)  prioritet 1

* multiplikation prioritet 2
/ division prioritet 2
+ addition prioritet 3
- subtraktion prioritet 3

D& tva operatorer har samma prioritetsordning utférs berdkningarna fran vénster
till hoger. Maxima ger exakta svar (och ej decimaltal) vid rikning med heltal och
rationella tal. Kommandot f6r kvadratrotter ar sqrt. Kvadratrotter for heltal och
rationella tal representeras alltid pa enklast mdéjliga form.

Exempel 3.1.

(a) For att berdikna 2 - 3% skriver vi

2%372

pa inmatningsraden och trycker return. Eftersom =~ har hogst prioritet borjar Max-
ima med att berdkna 3~2. Sedan f6ljer multiplikation med 2 och Maxima svarar

18

(b) Division och multiplikation har samma prioritet. D& vi skriver
1/2%3

pa inmatningsraden borjar Maxima fran vinster och berdknar 1/2 sedan f6ljer mul-
tiplikation med 3, vilket ger svaret

3

2

(c) For att berdkna

15 n 12 1
8 7 12
skriver vi

15/8 + 12/7 - 1/12
vilket ger

5859
168

(d) Talet v/56 beriknas genom
sqrt (56)

vilket ger

2V14



4 Fordefinierade konstanter och symboler

I Maxima finns flera fordefinierade konstanter och symboler. Det finns ocksa maoj-
lighet att avrunda exakta vérden till decimaltal.

%pi T~ 3.14159.

%e, exp(1) e~ 2.71828 (basen f6r naturliga logaritmen).
i v/—1, imaginiira enheten.

inf oo positiva odndligheten.

minf —o0 negativa odndligheten.

float omvandlar ett exakt tal till decimaltal.

Maxima kénner till exakta regler for en rad operationer med 7 och e. Symbolerna
finns tillgdngliga vi funktionsknapparna nere till vinster i arbetsfonstret. Det finns
dven en funktionsknapp for att omvandla resultatet till decimaltal.

Exempel 4.1.

(a) For att beriikna i? skriver vi
%i~2

Maxima kdnner till reglerna fér rdkning med den imaginéra enheten och svarar
-1

(b) Roten ur ett negativt tal ger komplexa viirden. For att berdikna \/—4 skriver vi
sqrt (-4)

vilket ger svaret
2 %

(¢) Logaritmfunktionen In betecknas log i Maxima. D4 vi berdknar naturliga loga-
ritmen av e

log(%e)

far vi svaret
1

(d) For att omvandla talet w/2 till decimaltal ger vi kommandot
float (%pi/2)

Maxima svarar

1.570796326794897

Alternativt (prova girna det) kan man skriva in 7/2 pa inmatningsraden och sedan
trycka pa knappen Till decimaltal nere till hoger. O



5 Funktionsknappar for algebra

Det finns flera kommandon for att skriva om och manipulera uttryck. Vi tar hér
upp nagra av de viktigaste. Kommandona motsvaras av funktionsknappar. For att
fa mera information om ett kommando skriver man ett fragetecken foljt av kom-
mandot pa inmatningsraden. Maximas dokumentationssidor pa engelska kommer
da upp.

Utvidga skriver ett symboliskt uttryck som en summa av produkter.
Faktorisera faktoriserar ett uttryck i reella faktorer. Om uttrycket
ar ett heltal fas en uppdelning i primfaktorer.
Férenkla férenklar rationella uttryck och funktioner som har
rationella uttryck som argument.

Exempel 5.1.
(a) For att utveckla (utvidga) uttrycket (5z + 4)* skriver man

(5*x + 4)~2

pa inmatningsraden och klickar pa funktionsknappen Utvidga (se figur 2). Vi far da
foljande utskrift pa skdrmen

2522 + 402 + 16

(b) Uttrycket 2® + 222 + z faktoriseras genom att skriva
X" 3+2%x72+x

och klicka pa funktionsknappen Faktorisera. Maxima svarar genom att skriva ut
z(z+1)°

(¢) Vi har uttrycket

2 n T 1
3r+9 22—-9 22—6

For att skriva uttrycket pa gemensam nadmnare skriver vi
2/(3*x+9) + x/(x72-9) - 1/(2*x-6)

pa inmatningsraden och trycker sedan pa funktionsknappen Férenkla. Maxima sva-
rar
7
6x+ 18

Funktionsknappen Férenkla kan ocksd anvindas for att forenkla andra typer av
uttryck. O
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Figur 2: For att utveckla (5z +4)? skriver man uttrycket pa inmatningsraden och
trycker sedan pa knappen Utvidga.

6 Funktioner

Maxima har ett antal standardfunktioner. Notationen liknar den man har pa mi-
nirdknare.

abs(x)  ger absolutbeloppet |z|.
sqrt(x) ger kvadratroten /x.

exp (x) ger exponentialfunktionen e”.
log(x)  ger naturliga logaritmen In(z).
sin(x)  ger sin(x) dir = maste vara i radianer.

cos(x) ger cos(x) dar x maste vara i radianer.
tan(x) ger tan(x) dir x maste vara i radianer.
cot(x)  ger cot(x) dir z méaste vara i radianer.
asin(x) ger arcsin(z).
acos(x) ger arccos(z).
atan(x) ger arctan(z).

Utover dessa funktioner finns dven ett otal andra som &r mindre vanliga. Vi aterkom-
mer till en del av dessa funktioner i de féljande avsnitten. Forutom alla rdkneregler
som géller for funktionerna sa kiinner Maxima &ven till speciella varden som exem-

pelvis sin(r/4) = 1/4/2 och s vidare.

Exempel 6.1.

(a) Om vi till exempel skriver
tan(%pi/3)

far vi

V3
(b) Talet e ~ 2.71828 ges i Maxima av %e. Da vi skriver



log(%e)

blir svaret
1

(c) Vi drar roten ur #2 genom att skriva
sqrt(x~2)

Svarsutskriften blir
]

Fundera pa varfor svaret inte blir z! O

7 Grafer

Det finns flera kommandon med vars hjalp man kan rita grafer i bade 2D- och 3D.
For att rita en vanlig graf i tva dimensioner gar vi in i rullgardinsmenyn Grafer
och véljer Graf 2D. En inmatningsruta liknande den i figur 3 kommer da upp.
Vi skriver in vart funktionsuttryck tillsammans med grinserna i x-led och trycker
pa OK varvid vi far upp ett fonster med grafen. Genom att klicka pa knappen
Varianter i inmatningsrutan far man mdojlighet att plotta punktdiagram. Om du
andrar formatet fran gnuplot till intern, s& dirigeras utskriften av grafen om. Prova
dettal

x|
Graf 2D

Uttryck: I(x—l]“Z + 1 Varianter |

Varisbel: [x  frdn: |-2 tl: |4
Varisbel: |y frdn: [0 til: |
punkter: [0 =
Format: | anuplot =]
Installningar: | =]
Rita tl i | gl

ﬂ Ll il O I Avbryt |

Figur 3: For att rita grafen skriver man in funktionsuttrycket och grinserna. Genom
att klicka pd knappen Varianter kan man plotta punktdiagram.

Exempel 7.1

(a) Vi ska rita grafen till funktionen f(z) = sinz for 0 < x < 27 och bérjar med att
ga in i rullgardinsmenyn Grafer och vélja Graf 2D sa att inmatningsrutan kommer
upp. Vi skriver in vart funktionsuttryck

sin(x)

och matar in intervallgranserna 0 och 27 (skrivs som 2#%pi). Néar detta dr gjort
trycker vi pa OK varvid grafen till vanster i figur 4 kommer upp. Notera att vi kan
rita flera grafer samtidigt om vi bara matar in motsvarande funktioner omgivna av
hakparentes och separerade med komma. Till exempel ger



[sin(x),cos(x)]
grafen for bade sinz och cosz.

(b) Man kan sjilv definiera skalan i y-led. Da vi matar in funktionen

1/(x-2)"2
och later x och y ga fran —1 till 5, respektive fran —5 till 15 far vi grafen till hoger
i figur 4. O
1 15
0.5 10
- o
\g 0 g 5
=
-0.5 0
1 -5
0 1 2 3 4 5 6 -1 0 1 2 3 4

Figur 4: Funktionerna y = sinx och y = 1/(x — 2)2. I grafen till héger har vi sjdilv
valt begrinsningarna i y-led.

8 Matematisk analys

I det hér avsnittet skall vi titta pa optionerna under rullgardinsmenyn Infinitesi-
malkalkyl. Dessa optioner &r:

Integrera integrera en funktion.

Derivera derivera en funktion.

Finn gransvarde bestdm gransvirdet.

Berdkna summan berdkna summan.

Polynomdivision dividera tva polynom.

Partialbraksuppdelning dela upp en rationell funktion i
partialbrak.

Regression anpassa funktion till datapunkter.

Exempel 8.1. Vi ska berikna integralen

3
/ ze?® dx.
0

Vi gar in i menyn Infinitesimalkalkyl och véljer Integrera. Ett fonster liknande det i
figur 5 kommer da upp. Vi skriver in integranden ze??, klickar i rutan fér bestimda
integraler och skriver in integrationsgranserna 0 och 3. D& vi klickar pa OK skriver
Maxima ut
5¢ " 1
4 4
Om man inte anger nagra integrationsgranser sa far man den obestdmda integra-
len (primitiva funktionen). Notera &ven att man kan berdkna integraler numeriskt
genom att markera rutan Numerisk integration. O




x|
Integrera

Integrera: Ix"fexp (2%x)

for variabeln: Ix

¥ Bestamda Integraler

fran: IO
il |3|

™ mumerisk integration

metod: Iromberg *l
ﬂ ﬂ il il il Ok I Avbryt |

Figur 5: For att integrera en funktion matar man in integranden, klickar pd ru-
tan Bestdmda Integraler och ger integrationsgrdnserna. Om man inte anger nagra
integrationsgranser far man den primitiva funktionen.

Exempel 8.2. Vi ska berékna derivatan av funktionen

sin(t) '
t

ft) =

Vi gar in i menyn Infinitesimalkalkyl och véljer Derivera. Ett fonster liknande det
i figur 6 kommer da& upp. Vi skriver in integranden sin(¢)/¢, dndrar till variabeln ¢
(vi ska derivera med avseende pa ¢ i detta fall) och klickar p4 OK. Vi far svaret

cos(t)  sin(t)

t 12
Vi kan sédtta derivatan pa gemensam ndmnaren genom att klicka pa knappen for-
enkla. For att derivera tva ganger skriver vi 2 pa raden ganger. O
x
Derivera

Utiryck: Isin(t] it

fir variabeln: |t|
génger: Il
L.’I il il oK I Avbryt |

Figur 6: Inmatningsruta for derivering. Notera att vi har dndrat derivationsvariabeln
till t. For att berdkna andraderivatan dndrar vi till 2 pa raden ganger.

Exempel 8.3. Maxima kan berdkna gransvéirde antingen da x gar mot oéndligheten
eller d& x far mot en punkt. For att berdkna gransvirdet av f(z) = sin(z)/z da «
gar mot 0 véljer vi Finn gransvéirde och far upp ett fonster som det i figur 7. Vi
skriver in funktionen sin(z)/x och punkten mot vilken x nédrmar sig och trycker pa
OK. Maxima berdknar gransviardet som i detta fall &r 1. O



x|
Grénsvdrde

Gréansvérden av: Isin (x) /%

nar variabeln: Ix
narmer sig: IO
i [boopescor =]
[ anvand Taylorpalynom

| a1 o] 2] 2| o] _sen

Figur 7: Inmatningsruta for grinsvdirde. Man kan bestdmma grinsvirde da x gdar
mot en punkt eller da x gar mot odndligheten.

Exempel 8.4.

(a) Lat oss anta att vi vill summera alla tresiffriga tal som &r delbara med talet sju
(7). Det innebér att ett sddant tal gar att skriva som 7k och att vi startar med det
forsta tresiffriga talet som &ar delbart med 7, det vill séga 105. Da maste startvirdet
for k vara 15. Det hogsta tresiffriga talet som ar delbart med sju &r 994, vilket mot-
svarar ett varde pa k = 142. For att berdkna summan klickar vi pa Finn grinsvérde
och far upp ett fonster som det i figur 8. Vi skriver in summationsuttrycket 7k och
granserna och trycker pa4 OK. Maxima returnerar svaret 70336.

(b) Vi ska berdkna den odndliga summan
— 1
D@
k=1

Vi skriver in 1/k? samt griinserna 1 och oo (inf) och klickar pA OK. Maxima
returnerar svaret 72 /6. Testa giirna nagra fler summor. 0.

x|
Summa

SURMEn % I'?*k

far variabeln: Ik
Fr&n: |15
il |142|

v Fdrenkla [ Musum
il Ll il il ﬁl K I fbiryt |

Figur 8: Inmatningsruta for summation. Skriv in summationsuttryck och grinser

Exempel 8.5. Man kan dividera polynom pa samma sétt som man dividerar heltal.
For att utfora divisionen

22 —1

T+ 2
klickar vi pa Polynomdivision och inmatningsrutan i figur 9 kommer upp. Vi skriver
in polynomen och klickar pa OK. Vi far svaret

[ — 2, 3]

10



Det forsta elementet © — 2 ar kvoten och det andra elementet 3 ar resten. Vi har
alltsé

22 -1 3
=r—24+ —
T+ 2 T+ 2
Kontrollera gérna svaret genom att sétta hogerledet pa gemensam nadmnare. O
x

Dividera

Polynom 1: IK“Z -1

Polynom 2: |x+2|

L.’l ll il QK I Avbryt |

Figur 9: Polynom kan divideras pa samma sdatt som heltal.
Exempel 8.6. Rationella funktioner dér ndmnaren ér en faktor kan skrivas som
ett partialbrak. Funktionen
—x
(x+1)2(x +2)

partialbraksuppdelas genom att klicka pa Partialbraksuppdelning. Rutan i figur 10
kommer upp och vi matar in

-x/ ((x+1) ~2% (x+2))
och trycker pa OK. Resultatet blir

2 2 n 1
r+2 x4+l (z41)

Kontrollera dven i detta fallet gérna svaret genom att sétta hogerledet pa gemensam
namnare. O

x|
Partialbrak

Uttryck: |—x,f ((x+1) ~2% (x42) )]

figr variabeln: Ix
il il il QK I Avbryt |

Figur 10: Rationella funktioner kan uppdelas i partialbrak.

Exempel 8.7. Vi har ett antal datapunkter

2|0 1 2 3 4
y|0 T 5 8 15

For att anpassa ett andragradspolynom till data (regression) gar vi in i menyn
Infinitesimalkalkyl och klicka pa optionen Regression. Rutan i figur 11 kommer
fram. Vi matar in vara x- och y-virden. Sedan klickar vi pa pilen till héger pa raden
anpassa till: och viljer ett andragradspolynom (dér finns ocksé en méingd andra
funktioner att vélja mellan).

11



x|
Regression

x-vérden: IO.l.E,S.‘I

y-varden: IO, 1,5,8,15

anpassa till: Iy =ax"2 +bx +c j

oK I Avbryt |

Figur 11: Anpassning av funktion till data (regression).

Da vi klickar pa OK bestammer Maxima det andragradspolynom som bést ansluter
till vara datavirden. Detta polynom plottas tillsammans med data och vi far fram
figur 12. O

'y = 0.786x"2 +0.557x -0.0286 — ——

Figur 12: Anpassat andragradspolynom tillsammans med datapunkter.

9 Ekvationer och nollstallen

Att bestamma nollstédllen och 16sa ekvationer &r viktiga moment i gymnasiets ma-
tematikundervisning. Under rullgardinsmenyn Ekvationer finns flera optioner for
detta.

Lés ekvation 16s ekvation.
Lés linjért system  16s system av ekvationer.
Nollpunkter bestam nollstéllen till en funktion.

Under rullgardinsmenyn Ekvationer finns &ven kommandon for att 16sa differentia-
lekvationer. Vi kommer till detta i ett separat avsnitt lingre fram.

Exempel 9.1. For att 16sa ekvationen 2e %" = 1 med avseende pa t klickar vi pa
optionen Lds ekvation. Fonstret i figur 13 kommer upp. Vi skriver in ekvationen
och den variabel med avseende pa vilken vi ska 16sa ekvationen och klickar pa OK.
Maxima returnerar svaret

[t _ 1og2}
k O

12




x

Los ekvationen

Lis ekwation(er): |2*exp(—k*tj =1

fér wariabler{na): |t|
L.'I il il Ok | Avbryt |

Figur 13: Skriv in ekvation och lésningsvariabel.

Exempel 9.2. For att 16sa ekvationssystemet

2v 4+ 3y =3
3z —4y =1

med avseende pa x och y klickar vi pa optionen Lds linjért system. Vi far upp ett
fonster dar man skall ange antalet ekvationer. Vi skriver in att det ar tva ekvationer
och klickar pad OK. Fonstret i figur 14 kommer upp och vi skriver in ekvationerna
och l6sningsvariablerna x och y och klickar pa OK. Maxima svarar

15 7

Y = _]]

e =17 17

I exemplet har vi lika manga ekvationer som obekanta. Maxima klarar dven att 16sa
underbestdmda system, dér vi har fler variabler &n ekvationer. O

x|
Los linjdrt system

Ekxation 1: |2 T3y = 3

Ekxation 2: I3*x—4*y =1

Watiabler: Ix; ¥

[0]:4 | Arvbryvt |

Figur 14: Mata in ekvationerna och lésningsvariablerna.

Exempel 9.3. Vi har funktionen f(z) = 2 + 222 — 2 — 2. For att bestimma
nollstéllena (nollpunkterna) till funktionen klickar vi p& Nollpunkter. Ett fonster
liknande det i figur 15 kommer upp. Vi matar in funktionsuttrycket och variabeln,
x och trycker pa OK. Maxima ger svaret

[t=-2,2=—1,2=1]

x|
Finn nollpunkterna till

uttryck: Ix* I+ ENNZ-x-2

Fir wariabeln: Ix
il EI il ok | fvbryk |

Figur 15: Mata in funktionsuttrycket och variabeln.

13



10 Ordinara differentialekvationer

Ordinéra differentialekvationer &r viktiga i gymnasiets E-kurs. Under rullgardinsme-
nyn Ekvationer finns optionen Lés ODE med vars hjilp man kan 16sa bade forsta-
och andra ordningens ordinéra differentialekvationer. Under rullgardinsmenyn Gra-
fer finns optionen Riktningsfélt som plottar ett riktningsfalt till en férsta ordninges
ekvation.

Los ODE 16s ordinar differentialekvation.
Riktningsfalt  rita riktningsfalt.

Analytiska l6sningar

Exempel 10.1. For att bestimma den allménna 16sningen till differentialekvatio-
nen

y' +y=te

gar vi in i rullgardinsmenyn Ekvationer och klickar pa Lés ODE. Fonstret i figur
16 kommer fram. Vi matar in ekvationen och noterar att derivatan 3’ skrivs som
'diff (y,t). Vi skriver in att den beroende variabeln &r y medan den oberoende &r
t. Da detta &r klart klickar vi pa OK och Maxima svarar

t2
Y= (5 + %c> et

Har ar %c en godtycklig konstant.

For att bestimma den 16sning som uppfyller y(2) = 5 skriver vi in ekvationen pa
samma sitt som tidigare, bockar for rutan Startvirde och skriver in t = 2 och y = 5.
Da vi klickar pa OK far vi svaret

(t2 +10e* —4) et
2

Exempel 10.2. Vi gar vidare och tittar pa andra ordningens differentialekvationer.
For att fa en entydig 16sning behéver man nu lagga pa tva villkor. For att bestimma
16sningen till differentialekvationen

y' 4+ 3y +y=sinz

som uppfyller vilkoret y(0) = 0 och 3/(0) = 1 gar vi in i rullgardinsmenyn Ekvationer
och klickar pa Los ODE. Fonstret i figur 17 kommer fram och vi matar in ekvationen
(notera att y” skrivs som 'diff (y,x,2)). Vi markerar rutan Startvirde och skriver
in = 0 och y = 0. Efter det markerar vi rutan Extra initialvirde och matar in att
forstaderivatan &r 1. Alla inmatningar dr nu klara och vi klickar pa OK. Maxima
skriver ut 16sningen

V5-3) =z —V5-3) =z
__s(@)  (0VF5) e (9VF-5) e
=773 30 30 O

14



o] a] «f x| ¥ e |

Figur 16: Mata in ekvationen och den beroende och oberoende variabeln. I de fall vi
ska ldsa ett begynnelsevirdesproblem klickar vi dven i rutan Startvirde och fyller i
dessa.

o] a] «f x| ¥ e |

Figur 17: Mata in ekvation, variabler och startvirden.

15



Riktningsfalt
Differentialekvationer av forsta ordningen

y/ = f(xvy)

har en enkel geometrisk tolkning. Derivatan 3’ ger riktningskoefficienten for 16sning-
en genom punkten (z,y). Via likheten y' = f(x,y) associerar ddrmed funktionen
f(z,y) en riktning till varje punkt i xy-planet. D4 man markerar riktningen med
en liten pil far man det sa kallade riktningsfiltet. Genom att folja pilarna i rikt-
ningsféltet dr det ofta mojligt att fa en kvalitativ uppfattning om lésningarna till
differentialekvationen.

Exempel 10.3. Vi har en differentialekvation
y' =sin(z) /Y.

For att rita riktningsfiltet i omradet [0,4] x [0,10] gar vi in i rullgardinsmenyn
Grafer och viljer Riktningsfilt. Fonstret i figur 18 kommer fram. Vi skriver in
hégerledet sin(x) |/y samt grénserna i 2 och y. Notera att endast variablerna 2 och
y tillatna da man ritar riktningsfalt. Da vi klickar pa OK ritas riktningsféltet upp.

Da vi klickar pa en punkt i riktningsfaltet ritas 16sningskurvan genom denna punkt
(se figur 19).

x|
Riktningsfalt

Derivata: Isin[x] Tagrt iy

Variabel: Ix Frén: ID Eill: |4

Variabel: IY Frén: ID Eill: IlD

[ Rita inteqralkurva

genaom; (I , I i
Punkter: IlEIIZI j
Ok,

L—,’l il il ’—I Avbryt

Figur 18: Mata in hégerled och begrinsningar i x- och y-led..
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Figur 19: Riktningsfilt till ekvationen y' = sin(x)\/y. I figuren har vi dven ritat in
den numeriska losningen genom punkten (0,2).

11 Vektorgeometri

Optionerna under rullgardinsmenyn Algebra &r relaterade till vektorgeometri.

Léngden av en vektor ger ldngden av en vektor.

Vinkel mellan vektorer  ger vinkeln i grader mellan tva vektorer.

Plan genom tre punkter bestdmmer ekvationen for ett plan genom
tre punkter.

Skalédrprodukt berdknar skaldrprodukten av tva vektorer.
Kryssprodukt berdknar kryssprodukten mellan tva
vektorer.

Exempel 11.1. For att beridkna lingden av vektorn v = (1,2,1) klickar vi pa
Léangden av en vektor s& att fonstret i figur 20 kommer fram. Vi matar in vektorn
(obs inga parenteser runt) och trycker pa OK. Vi far att vektorns ldngd &r V6.
Notera att man dven kan berdkna langden av tvadimensionella vektorer. O

vektor: x|
Vektor:

Langden av en wektor

|1,2,1

L.’l il il QK I Avbryt

Figur 20: Lingd av vektor. Elementen i vektorn matas in utan parentes.

Exempel 11.2. Vi ska berdkna vinkeln i grader mellan vektorerna v = (0, 1) och
u = (1,1) och klickar pa Vinkel mellan vektorer sa att fonstret i figur 21 kommer
fram. Vi matar in vektorerna (obs inga parenteser runt) och trycker pa OK. Vi far
att vinkeln &r 45.0 grader. Vi kan &ven beridkna vinkeln mellan tva tredimensionella
vektorer. O
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x|
Vinkel mellan vektorer (grader)

vektar 1 ID; 1

Yekkar 2: Il, 1|

L‘.’I ll il QF, I Avbryvt |

Figur 21: Vinkel mellan tvd vektorer. Elementen matas in utan parenteser.

Exempel 11.3. For att bestdmma ekvationen for planet genom de tre punkterna
(1,0,0), 0,1,0) och (0,0,1) klickar vi p& Plan genom tre punkter. Fonstret i figur
22 kommer fram och vi matar in punkterna och trycker pa OK. Maxima skriver ut
planets ekvation

z=—-y—x+1
Man verifierar enkelt att alla tre punkterna ligger i planet. O

x|
Plan genom 3 punkter

Purkk 1: Il; 0,0

Punkt 2: ID; 1,0

Purikt 3: |D,D,1|
il il il K I Avbryt |

Figur 22: Ekvationen for ett plan genom tre punkter.

Exempel 11.4. Vi har tva vektorer u = (1,1,1) och v = (2,1, 1). For att bestdmma
skaldrprodukten u - v klickar vi pa Skaldrprodukt. Fonstret i figur 23 kommer fram
och vi matar in de tva vektorerna och trycker pa OK. Vi far att skaldrprodukten &r
4. Skalarprodukt kan berdknas far bade tva- och tredimensionella vektorer. O

x|
Skaldrprodukt

Wekkor 1t Il, 1,1

Wekkor 21 |2,1,1
ﬂ ﬂ il OF I Avbryt |

Figur 23: Berdkning av skaldrprodukt mellan tvd vektorer.

Exempel 11.5. Kryssprodukten av u x v tva tredimensionella vektorer u och v &r
en ny vektor som &r vinkelrdt mot bade u och v. Langden av den nya vektorn ar
lika med arean av parallellogramen som spéanns upp av u och v. Vi har tva vektorer
u=(1,1,0) och v = (2,1, 3). For att bestimma kryssprodukten u x v klickar vi pa
Kryssprodukt. Fonstret i figur 24 kommer fram och vi matar in de tva vektorerna
och trycker pa OK. Maxima skriver ut

[3,—3,—1]
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x|
Kryssprodukt

Vekkbor 1; Il, 1,0

Vekbor 2; |2,1,3
L.’I il il [o]4 I Awbryt |

Figur 24: Kryssprodukt mellan tvd vektorer.

12 Vektorer, linjer och plan i 3-dimensioner

Man kan rita vektorer, linjer, plan och ytor i 3-dimensioner. For att gora detta
klickar man pa rullgardinsmenyn Grafer och véljer 3D Geometri. En inmatningsruta
som den i figur 25 kommer da upp. I den forsta delen av inmatningsrutan kan vi
definiera ett antal punkter. I den andra delen av inmatningsrutan for vi méjlighet
att rita segment eller vektorer mellan kombinationer av punkter. Ytterligare lite
léngre ned far vi mojlighet att rita en sfar eller olika ytor.

x|
3D Geometri
~Punkter:
o [@o0 & [0 B [(-10) @ | D |
T E | Fo & | H: |

—Segment ach vekkarer
N g N e O P o
o=l b =l [oeor ] =1 [ =] [searen: =]
= [ =] [seamert = i [ = [ =] freqment =]
¢ | =] [ =] [seament =] [ = [ =] [seamen: =]

o

n
B

1

&
4

=
4

—SFar
Radie: I Centrum: I 'I

—Yror

Ekyation 1 I

Ekwation 2: I

Wariabler: = IT - |5— W IT - |5_ z: I? - IS—

(a4 | Avbryt |

Figur 25: Inmatningsfonstret till 3D Geometri. Vi kan definiera ett antal punkter
och rita vektoremellan dessa. Vi kan dven plotta en eller flera ytor.

Exempel 12.1. Vi har tre punkter O : (0,0,0), A : (0,1,1), B : (1,—1,0) och
ska rita vektorerna OA, AB, OB. Vi borjar med att mata in punkterna O, A, B
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i inmatningsrutan som hor till optionen 3D Geometri. Darefter markerar vi att vi
vill rita en vektor mellan O och A, en mellan A och B och slutligen en mellan O
och B. Gréanserna for x, y och z later vi vara mellan —5 och 5 (defaultvirden). Alla
inmatningar dr nu klara och da vi trycker pa OK far vi upp figur 26. O

Figur 26: Illustration av vektoraddition.

Exempel 12.2. For att rita planen z +y+ 2 =1 och x —y — z = 0 i samma figur
klickar vi pa optionen 3D Geometri sa att vi far upp inmatningsrutan. Vi skriver
nu in

]
=

X+y+z
och
x-y-z=0

pa raden for Ekvation 1 respektive Ekvation 2, och later variablerna z och y 16pa
mellan —2 och 2. Nér inmatningarna ar klara trycker vi pa OK varvid figur 27
kommer upp. O

== & - S
==

AN
S5

AN o N &

Figur 27: Tva skdrande plan.
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13 Sannolikhetslara

I det hér avsnittet skall vi titta pa optionerna under rullgardinsmenyn Sannolik-
hetslira. Dessa optioner ar:

Binomialkoefficient Att berdkna binomialkoefficienter.
Hypergeometrisk férdelning En diskret sannolikhetsférdelning.
Binomialférdelning En diskret sannolikhetsférdelning.

Exempel 13.1. Verktyget binomialkoefficient rdknar helt enkelt ut binomialkoef-
ficienten for ett viss forlopp. Antag att vi vill undersoka pa hur manga sitt som vi
kan vélja ut ett fem spelare till ett lag utifran elva tillgingliga spelare. Vi klickar
péa Sannolikhetslédra och valjer Binomialkoefficient ... n ver k samt skriver in véara
varden enligt figur 28. D& vi klickar pa OK returnerar Maxima svaret 462. O

Binomial koefficient ...n Gver k x|

Binomial koefficient ...n éver k

Antal poster (n): I 11

antal dragringar (k) |5
il Ll ﬂ ok | Avbiyt |

Figur 28: Berdikning av Binomialkoefficienter i Mazima.

Exempel 13.2. Vi gor en gallupundersokning bland gymnasister i en storstad. Vi
vet att cirka 20 % av dessa skolelever dr rokare och fragar ett slumpvist utvalt antal
om 500 elever om de réker. Hur stor dr sannolikheten att precis 100 elever svarar
Ja? Detta gar att testa med en binomial fordelning. Valj Binomial férdelning och
figur 30 kommer upp. Mata in antal dragningar, sannolikhet for traff samt antal
traffar. Tryck pa OK och vi far att sannolikheten att precis 100 elever svarar Ja pa
fragan till 0.0446, dvs ganska lag sannolikhet. O

Binomial fardelning ... x|
Binomial fordelning ...

Antal dragningar {n): |5UU

Sannolikhet Fer brafF (p): ID .2

Antal traffar (k) [= j|1DD

K I Avbryt

Figur 29: Hur stor dr sannolikheten att precis 100 svarar Ja?

Exempel 13.3. Den sa kallade hypergeometriska fordelningen ar det tredje verkty-
get under Sannolikhetslira. Det ar en diskret sannolikhetsfordelning, som beskriver
dragning utan aterlaggningmed tva sorters objekt. Vi har en urna med 30 réda och
20 bla kulor. Vi drar slumpmaéssigt 8 kulor utan att titta pa dem. For att bestimma
sannolikheten att det dr 5 roda och 3 bla kulor med bland de 8 klickar vi pa Hyper-
geometrisk fordelning sa att ett fonster som det i figur 30 kommer upp. Vi matar in
antalet roda kulor (typ 1) och bla kulor (typ 2) samt antalet kulor som skall dras.
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Antalet dragningar av roda kulor (typ 1) &r 5. Alla inmatningar &r nu klara och da

vi trycker pa OK ger Maxima sannolikheten som ar 0.30259. O
zl

Hypergeometrisk fordelning ...

Antal av typ 1 {nlk ISEI

Antal av typ 2 (N2 |2 a

Total: antal som dras {r1 + r2): IB

Dragningar av typ 1 (r1) |= ﬂ IS

[o]'4 I Avbryk |

Figur 30: Hur stor dr sannolikheten att det dr 5 roda och 3 bla kulor med bland de
8 som dras?

14 Referenser

Hér kommer nagra referenser for den som vill lisa vidare om datoralgebrasystem

Josef Bohm, m.fl, The Case for CAS, T? Europe (2004), ISBN 3-934064-45-0
Laddas ner fran www.t3ww.com/pdf/TheCaseforCAS.pdf [hamtat 20070201]

Boken argumenterar for fordelarna med ett symbolhanterande arbetssatt i skolan
och ger exempel pa uppgifter och prov fran larare i olika lander.

Per Jonsson, Matematik med datoralgebrasystem, Studentlitteratur (2008), ISBN
978-91-44-05250-2

Boken gar systematiskt igenom Maximas olika kommandon och tillimpar dessa in-
om algebra och analys. Boken innehaller ett stort antal 6vningar med fullstdndig
16sning och lampar sig vl for sjdlvstudier.

Goran Andersson, Tillampad matematik med Maple, Studentlitteratur (1997), ISBN
91-44-00503-2

Boken ger grunderna i symbolisk matematik med Maple, som é&r ett kommersiellt
program liknande Maxima.

Jan Liliemark, Algebra och analys med Mathematica, Studentlitteratur (2002),
ISBN 91-44-02224-7

Boken behandlar matematisk analys och linjar algebra med det symbolhanterande
programmet Mathematica. Boken innehaller 100 exempel pa symboliska berédkning-
ar med 16sningar och 200 6vningsuppgifter. Bra om man vill fa lite tips pa mate-
matikuppgifter som ldmpar sig for symbolhanterande program.
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